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Hy per elliptische Schnittsysteme und Zusammenordnung 

der algebraischen und transcendentalen 

Thetacharacteristiken. 

Von Henry Dallas Thompson. 



Einleitung. 



Die hyperelliptischen Thetafunctionen können nach Massgabe der tran- 
scendentalen Characteristiken, welche Riemann in seinen Vorlesungen im Jahre 
1862 gebrauchte, oder nach Massgabe der Zerspaltung der Form f ip+ ->(z) in die 
Factoren ^p+ii.»,, (z).4 i l) +i+-> ll (z) eingeteilt werden. Dass zu jeder Zerspaltung 
<p . 4- ein festes & (g ^ gehört, findet man implicite angedeutet in den Artikeln, 

die während der sechziger Jahre erschienen sind, besonders in denen Pryms. 
Die systematische Zusammenordnung dieser beiden Characteristiken ist der 
Gegenstand dieser Abhandlung. 

Durch die ganze Abhandlung hindurch werden wir versuchen, den ange- 
wandten arithmetischen Sätzen eine geometrische Form zu geben. Deshalb sind 
in dem in Abschnitt I gegebenen Referate ausschliesslich geometrische Ausdrücke 
gebraucht worden. Im Abschnitt II wird die Idee der "Geometrischen 
Characteristik ** einer Fläche eingeführt und es werden die Figuren der verschie- 
denen Schnittsysteme gegeben, ganz besonders die der symmetrischen für;>= 3 und 
p = 5, wodurch die Zusammenordnung der Thetacharacteristiken eine einfacheForm 
annimmt. Die hier gegebenen Figuren für die sechs und dreissig Schnittsysteme 
für ;> = 3 sind dieselben auf die Prof. Klein ip den Mathematischen Annalen, 
Band 36, p. 49, verweist. Im letzten Abschnitt wird bei der Verallgemeinerung 
der "Regel über die elementare Schleife" die Zusammenordnung der Theta- 
characteristiken für jedes bestimmte Schnittsystem gegeben. 

Ich kann nicht umhin an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. F. Klein für das 
hohe Interesse, das er dieser Arbeit genommen hat, so wie auch für die 
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wesentliche Förderung, die er durch seine guten Eatschläge der Abhandlung hat 
angedeihen lassen, meinen aufrichtigsten Dank zu sagen. 

I. — Verschiedene Schnittsysteme. 
§1. — Die hyperelliptische Riemann'sche Fläche mit Schnittsystem. 

Die folgenden Seiten werden die hyperelliptische Riemann'sche Fläche 
behandeln. Es wird daher von Nutzen sein, wenn wir hier eine kurze Beschreibung 
derselben geben, indem wir dabei Riemanns " Grundlagen " §5 und seinen 
"Abel'schen Functionen" folgen. Die hyperelliptische Riemann'sche Fläche 
besteht aus einer zweiblättrigen Gauss-Ebene, deren beide Blätter eine gerade 
und endliche Anzahl von Punkten, sogenannte Verzweigungspunhte, gemeinsam 
haben. Diese Punkte sind durch Linien verbunden, in denen die beiden Blätter 
sich gegenseitig durchdringen, jedoch so, dass sie keinen anderen Punkt als die 
Endpunkte gemeinsam haben. Diese Linien werden Uehergangslinien genannt 
und so genommen, dass von jedem Verzweigungspunkte eine ungerade Zahl 
ausgeht ; auch müssen diese Linien ohne Ausnahme in den Verzweigungspunkten 
endigen und entstehen, was augenscheinlich möglich ist, weil man eine gerade 
Anzahl Verzweigungspunkte hat. Die Figuren 1, 5, 10, u. s. w. stellen solche 
hyperelliptische Riemann'sche Flächen dar. Die -Ziffern resp. die griechischen 
Buchstaben, bezeichnen die Verzweigungspunkte und die dieselben verbindenden 
Linien, die Uebergangslinien ; die Linien in dem einen Blatt (dem sogenannten 
"Oberblatt") sind ausgezogen, die in dem anderen (dem "Unterblatt") sind 
punktirt. Wenn eine solche Fläche (2p + 2) Verzweigungspunkte hat, so sagt 
man, sie sei (2p + l)-fach zusammenhängend, d. h. auf der Fläche können von 
irgend einem Punkte zu einem anderen (2p + 1) in ihrem Wesen verschiedene 
Linien gezogen werden ; und eine Linie ist in ihrem Wesen verschieden von einem 
Aggregat anderer, wenn sie durch ununterbrochenes Fortbewegen über die 
Fläche mit irgend einer dieser anderen oder einigen dieser anderen in ihrer 
ganzen Länge nicht zur Ooincidenz gebracht werden und man auch nicht 
erreichen kann, dass sie aus einer Anzahl doppelter Drehungen um die einzelnen 
Verzweigungspunkte besteht, denn jede dieser doppelten Drehungen kann sich 
auf dem Verzweigungspunkte zusammenziehen. Es ergibt sich sofort aus dieser 
letzten Eigenschaft, dass jede geschlossene Linie auf der Fläche — wir wollen sie 
Schleife nennen — nicht in ihrem Wesen verschieden ist von der geschlossenen 



der algebraischen und transcendentalen Thetacharacteristiken. 



93 



Linie, welche überall gleich liegt, aber auf dem anderen Blatt ; denn die eine 
kann ununterbrochen über die Fläche fortbewegt werden, bis sie mit der anderen 
coincidiert, mit Ausnahme von doppelten Drehungen um jeden eingeschlossenen 
Verzweigungspunkt. Um den Zusammenhang zwischen zwei solchen Schleifen 
zu erhalten, wollen wir nun die typischen Veränderungen, wie sie in den 
Figuren 1, 2, 3, 4, angedeutet sind, ins Auge' fassen. 





Fig. l. 



Fig. 2. 




Fig. 8. 




Fig. 4. 



Gemäss der Definition der Fläche muss jede geschlossene Linie eine gerade 
Zahl von Verzweigungspunkten einschliessen. Wenn man erstens nur die Teile 
der beiden Linien ins Auge fasst, welche um ein Paar Punkte gehen, so wird 
sich zeigen, dass diese beiden Teile sich nur um zwei doppelte Drehungen um die 
einzelnen eingeschlossenen Verzweigungspunkte unterscheiden ; ebenfalls kann 
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man zeigen, dass die übrigen Teile dieser beiden Linien in ihrem Wesen nicht 
verschieden sind, wenn man aufeinander folgend die Teile beobachtet, wie sie 
um die Verzweigungspunktpaare -sich schlingen. Die in den Figuren 1, 2, 3, 4 
angedeuteten Veränderungen zeigen, dass die Teile zwischen a und b, c und d in 
Figur 1 in ihrem Wesen dieselben sind. Aus Figur 1 erhält man Figur 2, wenn 
man die Teile in a und c beziehungsweise nach b und d bringt. Wenn man 
darauf / und h und e und g dieser Figur zwischen % und "k auf ihre Plätze in 
Figur 3 bringt, so erhält man diese letztere Figur ; und daraus entsteht Figur 4, 
wenn die Linien an den Punktpaaren a , b ; c, d; e, /; g, h zusammengebracht und 
darauf wieder getrennt werden. Ausserdem ist es augenscheinlich, dass, wenn 
man eine dieser Linien aus der anderen durch fortwährende Fortbewegung über 
die Fläche entstehen lässt, die positive Richtung der Linie in dem einen Blatt die 
negative Richtung der anderen Linie auf dem anderen Blatt angibt. 

Zum späteren Gebrauche wird diese (2p -+- l)-fach zusammenhängende 
Fläche einfach zusammenhängend gemacht werden. Dieses geschieht durch 
Riemanns canonisches Schnittsystem, oder einfach, Schnittsystem. Solch ein 
Schnittsystem wird durch jede beliebige p in ihrem Wesen verschiedene 
"primitive Schnittpaare" gebildet, sobald jedes Paar durch eine einfache Linie 
mit einem beliebig angenommenen gemeinsamen Punkte verbunden wird. Bin 
primitiver Schnitt ist jede geschlossene Linie auf der (2p + l)-fach zusammen- 
hängenden Fläche, welche sich nie selbst und nur ein einziges Mal einen einzigen 
anderen Schnitt kreuzt, und welche daher in ihrem Wesen verschieden von 
einem Punkte ist. Zwei solche Schnitte, die sich kreuzen bilden ein primitives 
Paar. In den Figuren sind diese Paare bezeichnet mit A lt B 1} . . . . ; A k , B k ; . . . . ; 
A p , B p . Umgeht man einen Schnitt eines Paares, so kommt man von der einen 
Seite des zweiten Schnitts des Paares auf die andere Seite, und da die Functionen, 
welche auf der Fläche in Betracht kommen, Integrale sind, so entsteht eine 
Periode durch das Überschreiten des zweiten Schnittes. Es muss hier ein für 
alle Mal festgesetzt werden, was man unter positiver Richtung des Umgehens oder 
üeberschreitens eines Schnittes verstehen soll. Die Periode am Schnitt A k soll 
bezeichnet werden durch a k , an B k durch a k+p . Diese Linien werden Schnitte 
genannt, weil durch sie die Fläche so geteilt werden kann, dass sie einfach 
zusammenhängend ist ; aber wenn, was auf den folgenden Seiten gewöhnlich der 
Fall ist, und was wir besonders ins Auge fassen wollen, diese Linie um gewisse 
Verzweigungspunkte herumgeht, so nennen wir, wie oben, die Linie eine Schleife. 
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Ein Schnittsystem dieser oben beschriebenen Art ist das in Figur 5 gegebene, wo 
die Richtung, in welcher man die verschiedenen Schnitte zieht, die Benennung 
der positiven Seiten der Schnitte und das positive Ueberschreiten derselben mit 
den von Riemann gegebenen Regeln übereinstimmt* (Gesammelte Werke, SS. 122; 
8 2, Pussnote; 98). 




Fig. 5. 

Da dieses Schnittsystem das geometrische Bild von den von Weierstrassf 
gebrauchten Integral-perioden ist, so erscheint es angemessen, bei der Gewohn- 
heit zu bleiben und dasselbe als das Weierstrass'sche Schnittsystem zu bezeichnen, 
obwohl Weierstrass selbst niemals von Schnittsystemen spricht. 

§ 2. — Abel' sehe Substitutionen. 

Wie man aus der Definition eines canonischen Schnittsystems ersehen kann, 
gibt es eine unendliche Anzahl solcher Schnittsysteme, wie wir sie hier nach 



* Diese Figur unterscheidet sich von der von Prof. Prym angewandten (Zur Theorie der Functionen 
in einer zweiblättrigen Fläche, Zürich, 1866) durch die Vertauschung von A k B k und die in Folge davon 
sich ergebende Vertauschung von positiver und negativer Eichtung nach Riemann 'sehen Regeln. Prof. 
J. Thomae in Orelle's Journal, Bd. 71, S. 204 lässt die hier mit A bezeichneten Schnitte in einer der 
Riemann'schen entgegengesetzten Richtung entstehen. Dr. Burkhardt in den Mathematischen Annalen, 
Bde. 32 und 35, nimmt als positive Richtung des Ueberschreitens eines Schnittes die entgegengesetzte von 
der von Riemann gebrauchten an. Und Dr. J. Schröder vertauscht Riemanns Entstehungsrichtung der 
Schnitte in seiner Göttinger Dissertation 1892, S. 6. 

tOf. Über die Theorie der Abel'schen Functionen, Crelle's Journal, Bd. 47, S. 289(1853), und Bd. 
52, S. 285 (1856). 
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Riemann beschrieben, für jede Riemann'sche Fläche. Das Problem, wie, wenn 
ein Schnittsystem gegeben ist, alle anderen erhalten werden, ist die geometrische 
Pormulirung des arithmetischen Problems der linearen ganzzahligen Transforma- 
tion der Perioden. Um zu zeigen, dass diese beiden Probleme in der That 
dieselben sind, wollen wir in der üblichen Weise zwei beliebige Schnittsysteme S 
und S', die auf derselben Fläche übereinander liegen, ins Auge fassen. Die 
Schnitte, welche S zusammenersetzen, sind nach der Definition eines canonischen 
Schnittsystems alle in ihrem Wesen verschieden, während jede andere geschlossene 
Linie auf der Fläche in ihrem Wesen nicht verschieden sein kann von einer 
Summe der Elemente von S, weshalb jeder Schnitt des Systems S' einem 
Aggregate der Schnitte von S gleichbedeutend ist. 
Die 2p Perioden für das Schnittsystem S seien : 

während für das andere System S' die Perioden : 

pi pi pi 

sind. Dann entsteht die Periode an irgend einem Schnitt A' K (oder B' K ) von S' 
dadurch, dass man den anderen Schnitt des Paares B' K (oder A' K ) umgeht, welcher 
gleichbedeutend ist mit einer Combination von Schnitten von S, und jedes 
Umgehen eines Schnittes von S ergibt eine Periode an dem anderen Schnitt 
dieses Paares. Man kann dies ausdrücken durch die Formel : 

2p 

^=^0^, (*=!, 2, ... ., 2p), 



wo jedes g kX eine ganze Zahl ist. Diese Substitution kann auch in die Form 
eines Schemas ausgedrückt werden, dass man die Ooefficienten c kK in die Form 
einer Determinante mit 2p Zeilen und 2p Colonnen bringt wo die /Iten, bez. 
(/l+j?)ten Ooefficienten in der xten Zeile die Ooefficienten der Perioden am 
/Iten Schnittpaare von S sind. 

Aber es sind gewisse Beziehungen zwischen den Oonstanten c KA , so dass 
jedem Wechsel eines Schnittsystems nicht eine allgemeine lineare ganzzahlige 
Substitution entspricht, sondern eine solche, welche die beiden folgenden 
Bedingungen erfüllt : 

1). Die Transformationsdeterminante ist gleich der Einheit; denn in der 
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vorhergegangenen Erörterung der Beziehungen zwischen S und S' können die 
Symbole P' und P vertauscht werden, und wenn dann die Gleichungen : 

P'* = ^?c KK P x , 
i 

gelöst sind, so müssen die Perioden P als lineare ganzzahligen Functionen der 
Perioden P' ausgedrückt sein. 

2). Da die sogenannten, Riemann 'sehen bilinearen Relationen zwischen den 
Perioden verschiedener Integrale nicht von der Form des Schnittsys.tems 
abhängen, so sind diese Beziehungen invariant, und daher ist die Determinante 

gleich der positiven Einheit und die Constanten g kK müssen den £\-P ' 

Relationen genügen, denen Kronecker 'in seinen Vorlesungen, 1864-65, den 
Namen Abel'sche Relationen gab. Es sind : 



p 



1 , wenn a + p = ß 
/p {c P a-c p+Ptß — c pß . c p+Pi „) = 
i' ( , wenn a + p ^ ß 

mit a <ß ; ß— 2, 3, .... , 2p; a= 1, 2, , ß — 1. 

Diese Untergruppe linearer ganzzahliger Substitutionen mit der Deter- 
minante = + 1 , welche den -^ " ' Abel'schen Relationen genügt, wird von 

M. 0. Jordan die Abel'sche Gruppe genannt und die Substitutionen der Gruppe 
die AbeVschen Substitutionen* Es entspricht nicht nur jedem Wechsel des 
Schnittsystems eine Abel'sche Substitution, sondern es ist auch wiederum wahr, 
dass jede Abel'sche Substitution einen Wechsel des Schnittsystems erzeugt. Die 
Anzahl der " erzeugenden " f Substitutionen der Abel'schen Gruppe (d. h. 
derjenigen, durch deren wiederholte Anwendung alle anderen abgeleitet werden 
können) kann stets auf fünf zurück geführt werden, wie Prof. KrazerJ bewiesen 
hat; und jüngst, hat Dr. Burkhardt|| gezeigt, dass diese Anzahl für p= 2, auf 
zwei, und für p^>2, wenigstens auf drei gebracht werden kann. Wenn man 



* Canaille Jordan, Traite des substitutions, Paris, 1870, p. 172. 

t.Kroneoker, Berliner Monatsberichte, 1866; cf. Clebsch und Gordan, Abel'sche Functionen, 1866, 
S. 308 ; Henoch. Berliner Dissertation, 1867. 

X A. Krazer, Annali di Matematica pura ed applicata, Serie II a , Tomo XII°, 1884. 
|| H. Burkhardt, Göttinger Nachrichten, 1890, S. 381. 
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die durch die erzeugenden Substitutionen bedingten Operationen geometrisch 
ausführt, so ist es klar, dass eine jede zu einem canonischen Schnittsystem führt 
und daher jede Abel'sche Substitution ein canonisches Schnittsystem gibt. Dies 
ist die von Prof. J. Thomae in Crelle's Journal, Band 75, eingeführte Methode, 
wo er zeigt, dass das Gleiche auch für eine weit grössere Zahl von erzeugenden 
Substitutionen zutrifft. Cf. auch Burkhardt, Systematik der hyperelliptischen 
Functionen, §7, Mathematische Annalen, Band 35, S. 212. 

§ 3. — Monodromiesubstitutianen. 

Die Methode, nach welcher die Kiemann'sche Fläche erzeugt wurde, behaup- 
tete nichts in Betreff der Unbeweglichkeit der Verzweigungspunkte. Wenn 
man nun eine hyperelliptische Riemann'sche Fläche mit einem canonischen 
Schnittsystem nimmt, und die Verzweigungspunkte nach Belieben über die 
Fläche fortbewegt, so müssen auch die Schleifen als sich bewegend angenommen 
werden ; denn die Schleife, welche in ihrem Wesen verschieden von gewissen 
anderen Linien ist, wird dadurch bestimmt, dass sie um einen Verzweigungspunkt 
geht, so dass, wenn ein Verzweigungspunkt in seiner Bewegung sich einer 
Schleife nähert, diese Schleife vor dem Verzweigungspunkte über die Fläche 
zurückweichen muss. Da die Uebergangslinien dadurch bestimmt sind, dass sie 
in Verzweigungspunkten entstehen, so muss der Verzweigungspunkt bei der 
Bewegung die in ihm entstehenden Uebergangslinien nach sich ziehen, kann aber 
irgend eine Uebergangslinie überschreiten. Diese Bewegung der Verzweigungs- 
punkte, Uebergangslinien, und Schnitte wird so lange fortgesetzt, bis jeder Ver- 
zweigungspunkt eine Lage einnimmt, die ebenfalls vorher von einem Verzwei- 
gungspunkt eingenommen wurde, so dass die Lage der Verzweigungspunkte 
schliesslich dieselbe ist, obwohl eine Permutation zwischen einigen von ihnen 
stattgefunden haben mag. Es ist ersichtlich, dass während der Bewegung keine 
zwei Verzweigungspunkte zusammenfallen dürfen. Wenn die Verzweigungs- 
punkte ihre endgültige Lage eingenommen haben, so kann das System der 
Uebergangslinien verschieden sein von dem ursprünglichen ; aber es kann, wenn 
man will, immer vereinfacht, und in die ursprüngliche Form gebracht werden, 
wenn man die sogenannten " oberen " und " unteren " Blätter an gewissen in sich 
zurücklaufenden Linien vertauscht. Z. B. sind zwischen den Figuren 6 und 7 die 
Blätter an einer Linie vertauscht worden, welche von % ausgeht und in % endigt 
und um 2,, fi, v (und £ in II) herumgeht; wäre der Wechsel nicht gemacht, so 
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wäre der einzige Unterschied der gewesen, dass in der Figur 7 und den folgenden, 
drei Uebergangslinien anstatt einer in dem Punkte x entstehen würden. So ist 
die hyperelliptische Irrationalität dieselbe wie die ursprüngliche, aber das 
Schnittsystem hat sich geändert. Von zwei solchen Schnittsystemen sagt man, 
dass sie gleichartig sind ; dass das letztere Schnittsystem aus dem ersteren durch 
Monodromie der Verzweigungspunkte entständen ist. Und die Abel'sche Substi- 
tution, welche diese Änderung ergibt, ist M. Oamille Jordans Monodromie- 
substitution. Diese Monodromie der Verzweigungspunkte gibt M. Jordan in 
seinen "Substitutions," SS. 339 und folgende, aber schon vorher war diese 
Bewegung der Wurzeln einer Gleichung und der Rückkehr zu demselben Werthe 
von Hermite in den "Comptes rendus," t. 32 (1851), S. 458, einer Betrachtung 
unterzogen worden. 

§4. — Monodromie ohne Permutation. 

Betrachten wir zuerst die Monodromie ohne Permutation, die also, bei der 
jeder einzelne Verzweigungspunkt in seine eigene Lage zurückkehrt. In diesem 
Falle besteht jeder Schnitt des zweiten Schnittsystems aus der ursprünglichen 
Form dieses Schnittes in dem ersten Schnittsystem, sowie aus einer zweifachen 
linearen Combination von Schnitten des ersten Systems. 

Die Wahrheit dieser Behauptung ergibt sich, wenn man einen Verzweigungs- 
punkt über die Fläche wanderen lässt, und man, sobald er in seine ursprüngliche 
Lage zurückgekehrt ist, die Form des Teiles der Schleife beobachtet (in den Figuren 
6, 7, 8, 9 den Teil von e nach/) den der Verzweigungspunkt vor sich hin über die 
Fläche geschoben hat. Man wird finden, dass solch eine Schleife in jedem Falle 
der ursprüngliche Teil der unveränderten Schleife ist, oder dieser Teil zusammen- 
genommen mit zwei in sich zurücklaufenden Linien auf der Fläche, welche 
überall neben einander liegen, aber auf verschiedenen Blättern, welche auf den 
beiden Blättern entgegengesetzte Richtung haben, und deshalb gleich dem Zwei- 
fachen einer dieser Linien sind (§1). Diese letztere Linie besteht, weil sie eine 
in sich zurücklaufende Linie auf der Fläche ist, aus einer linearen Combination 
von Schnitten des ersten Schnittsystems, und der Schnitt des zweiten Systems 
wird daher gebildet von dem correspondirenden Schnitt des ersten Systems und 
einer doppelten linearen Combination von Schnitten dieses Systems. 

Jeder Verzweigungspunkt muss bei der Hin- und Rückbewegung entweder 
um eine gerade oder ungerade Anzahl anderer Verzweigungspunkte gehen, und 
14 
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die möglichen correspondirenden Änderungen sind in den Figuren 6, 7, 8, 9 
dargestellt. 

Figur 7 entsteht aus Figur 6 wenn der Verzweigungspunkt x nachdem er 
um %,, [i, v oder "k, p, v, £ herumgegangen ist in seine ursprüngliche Lage 
zurückkehrt ; in Figur 8 sind die Schleifen der Figur 7 zusammengequetscht, da 
verschiedene Teile einander in a und b und in c und d genähert sind ; und in 
Figur 9 sind a und b, c und d zur Coincidenz gebracht (und in 9 11 wieder, 
getrennt). Da dieser Schnitt in dem zweiten System der ursprüngliche Schnitt 
des ersten Systems zusammen mit einer doppelten linearen Combination von diesen 
Schnitten ist, so kann die Periode P' K an dem anderen Schnitt des Paares so 
ausgedrückt werden : 

2p it — 1 2p 

P' K = P K + 2 ^? c' KK P K = ( 1 + 2c' KK )P K + 2 ^? c' KK P K + 2 ]►? d A P x , 

1 1 K + l 

oder wenn c Kk der ganze Coefficient in der Substitutionsdeterminante ist : 



c iii 



C12, 

C 22> 



C 2, 2p 



Ck\ 



(' 1 (mod 2), wenn x = /l , 
( (mod 2) , wenn * ^ 2, . 



G 2p, 1 > C 2p, 2) • • • • ) C 2j), 2p 

Solch eine Substitution wo die Coefficienten gerade sind, ausser in der Haupt- 
diagonale, wo sie ungerade sind, heisst congruent (modulo 2) zur Identität. Und 
es ist so gezeigt worden, dass Monodromie ohne Permutation eine Substitution 
erzeugt, welche congruent (modulo 2) zur Identität ist. Es ist oft vorteilhaft 
statt der oben betrachteten Abel'schen Substitutionen Congruenzen (modulo 2) 
anzuwenden; und die Ordnung der Gruppe dieser Abel'schen Congruenzen 

(modulo 2) ist : 

n 2 = (2 2 * — i)2^- 1 (2 2 ^- 3 — 1) 2 3 (2 2 — 1)2. 

In der That ist dies die allgemeine Formel, welche M. Camille Jordan* in 
Beantwortung der Frage gegeben hat : Wie viele Systeme incongruenter (modulo 
2) Zahlen c kK gibt es, welche den von einer Abel'schen Substitution geforderten 
Bedingungen genügen ? Oder mit anderen Worten für diesen besonderen Fall : 
Wie viele verschiedene Transformationsdeterminanten gibt es von der oben 



* " Substitutions," p. 174. 
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erwähnten Form, wo die Abel'sche Relationen zwischen den Coefficienten 
zutreffen, und wo ausserdem die Coefficienten nur gleich Null und der Einheit 
sind ? * 

Wiederum aber erhält man jede Substitution, welche zur Identität congruent 
(modulo 2) ist durch Monodromie ohne Permutation, wie M. Jordan gezeigt hat, 
indem er bewies, dass eine derartige Substitution aus gewissen erzeugenden Sub- 
stitutionen hervorgeht, bei denen die Voraussetzung zutrifft. 

Diese erzeugenden Substitutionen sind zweierlei Art :f Erstens die, bei der 
der eine Schnitt zweimal dem anderen Schnitt des Paares hinzugefügt ist, und 
zweitens die, wo zu einem Schnitt eines Paares zweimal ein Schnitt eines anderen 
Paares, und zugleich zu dem anderen Schnitt dieses zweiten Paares minus zweimal 
der zweite Schnitt des ersten Paares hinzugefügt sind. Diese beiden Arten 
erzeugender Substitutionen sind einerseits von dem Typus, dessen geometrisches 
Gegenstück in den Figuren 9 1 , 8 1 , 7 1 , 6 1 gegeben ist ; und andererseits von dem 
Typus der in der Reihe der Figuren von 9 n bis zu 6 n hinab dargestellt ist ; aber 
im letzteren Falle ist nur die Änderung in einem der beiden Schnitte gegeben 
worden. 

§5. — Anzahl der verschiedenartigen Schnittsysterne. 

Es ist oben gesagt worden, dass zwei Schnittsysteme gleichartig sind, wenn 
das eine aus dem anderen durch Monodromie hervorgeht. Von zwei Schnitt- 
systemen die nicht in obiger Beziehung stehen kann man sagen, dass sie 
verschiedenartig sind. Solche gleichartige und verschiedenartige Schnittsysteme 
wurden zuerst von Prof. J. Thomae untersucht. Die Zahl der verschiedenartigen 

♦Herr Dr. H. Burkhardt hat die Güte gehabt, mich darauf aufmerksam zu machen, dass Galois 
in seinem Briefe an. M. August Chevalier vom 29. Mai 1832, welcher zuerst in der Revue encyolopediq.ue, 
September 1832, später in Liouville's Journal, tome XI, 1846, auf Seite 414 veröffentlicht ist, als Ordnung 
der Gruppe nicht diesen Werth von ß sondern den folgenden gibt, welcher für jede Primzahl p die 
Ordnung der allgemeinen linearen Gruppe ist : 

a = (p i "— i)(p 2 »— p) (p* n — p*— 1 ). 

Es ist dies insofern interessant, als es zeigt, dass Galois keinen Begriff von der Rolle hatte, welche 
die bilinearen Relationen in der Theorie der Transformation spielen. Wenn jedoch die Thetafunctionen 
mit dem Verhalten der r's ins Auge gefasst werden, so werden diese Relationen notwendig gebraucht ; 
und so sind auch diese Relationen für den hyperelliptischen Fall in Weierstrass's Braunsberger Pro- 
gramm (1849) und, fürp = 2, in Rosenhains Artikel über die Thetafunctionen (1851) gegeben. 

tCf. Jordan, "Substitutions," p. 360; Burkhardt, Systematik der hyperelliptischen Functionen, 
Mathematische Annalen, Band 35, p. 235. 
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Schnittsysteme ist von Herrn Prof. F. Klein in der folgenden Weise bestimmt 
worden : Monodromie, in welcher jeder Verzweigungspunkt in seine ursprüngliche 
Lage zurückkehrt, gibt eine Substitution, welche zur Identität eongruent 
(modulo 2) ist, und deshalb ist die Zahl der Schnittsysteme, welche aus dieser 
Monodromie nicht entstehen können, gleich fl 2 , die oben angegebene Zahl. Wenn 
man auch die Monodromie in Betracht zieht, bei welcher jeder Verzweigungs- 
punkt endlich in eine früher von einem anderen Verzweigungspunkte ange- 
nommene Lage kommt, so sind, da die Zahl solcher Permutationen der (2p + 2) 
Verzweigungspunkte gleich (2p -f- 2)! ist, und da jede Monodromiesubstitution 
durch die zwei Operationen erlangt wird, dass erstens Monodromie der Ver- 
zweigungspunkte mit Permutation (2p + 2)! Ansätze gibt, und dass zweitens 
Monodromie ohne Permutation eine Substitution ergibt, die zur Identität eon- 
gruent (modulo 2) ist, die Monodromiesubstitutionen eongruent (modulo 2) zu 
(2p + 2) ! Repräsentanten und bestehen aus sämmtlichen Abel'schen Substitu- 
tionen, welche eongruent (modulo 2) zu diesen Repräsentanten sind. D. h. die 
Anzahl der verschiedenartigen Schnittsysteme ist : 



H, 



(2 2p — 1)2^~ 1 (2^- 2 — 1) 2 3 (2* — 1)2 



(2^ + 2)! (2^ + 2)! 

Diese Zahl, welche mit zunehmendem p schnell anwächst, hat für die niederen 
Werte von p die Werte : 



p 


2 


3 


4 


5 


n 2 


1 


36 


13056 


51806208 


(2p +2)1 



II. — CONSTRUCTION DER VERSCHIEDENEN SCHNITTSYSTEME. 

§6. — Schnittsysteme für jedes p. 

In Figur 5 ist ein Schnittsystem gegeben, welches für jedes p ein Typus sein 
wird. Ausserdem zeigt diese Figur den einzigen Typus eines Schnittsystems für 
den elliptischen Fall, wenn nur die Verzweigungspunkte 2p + 2, 1, 2, 2p -\- 1 
und die Schnittpaare A x , B x ins Auge gefasst werden ; und für p — 2 , wenn 
die Verzweigungspunkte 3, 4 und das Schnittpaar Ji 8 , B % hinzugenommen werden. 

Weiter unten sind Beispiele für die sechs und dreissig Typen gegeben, welche 
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für p — 3 vorhanden sind, und für diesen Fall wollen wir durch geometrische 
Betrachtung der Riemann'schen Fläche zeigen, dass es gerade sechs und dreissig 
Arten Schnittsysteme gibt. Ausser dem Schnittsystem in Figur 5 (wenn zwölf 
Verzweigungspunkte und fünf Schnittpaare angenommen werden) sind für p = 5 
noch zwei andere Schnittsysteme in §9 dargestellt, und in §10 sind die Trans- 
formationsdeterminanten gegeben, vermittelst deren man noch zweimal acht 
andere Schnittsysteme erhalten kann. 

§7. — Geometrische Gharacteristik. 

Es ist erwähnt worden, das ein canonisches Schnittsystem der zweiblättrigen 
Riemann'schen Fläche für p = 3 aus drei Paar Schleifen besteht, bei denen jede 
Schleife eine gerade Anzahl von Verzweigungspunkten von der ganzen Zahl 
derselben trennt ; und da in dem vorliegenden Falle nur acht von diesen Punkten 
vorhanden sind, so muss jede Schleife zwei oder vier Punkte enthalten, und soll 
dann zweipunktige oder vierpunktige Schleife genannt werden. Sei (1) das 

Zeichen für die erstere, (0) das für die letztere, dann wird ein Paar durch ( Q \ 

( )' (n) °^ er (i) dargestellt, wo das obere Zeichen sich auf die Schleife B t 

bezieht, das untere auf die Schleife A t (cf. Figuren 10-15). Das Schnittsystem 
ist eine Combination von Paaren und kann bezeichnet werden durch : 

U h hj' gt ' ht - 1 ' °' 

welches wir die "Geometrische Characteristik " des Systems nennen, und welches 
der Einfachheit wegen durch (Hj bezeichnet sei. Hier bedeutet, g t =.l, dass B t 
eine zweipunktige, g t =zO, dass es eine vierpunktige Schleife ist, und dasselbe trifft 
zu für h t mit Bezug auf A t . (? J wird ungerade oder gerade genannt jenachdem : 

9\K + gjiz + g 3 h 3 =l oder (modulo 2) . 
Das ("r j des in Figur 5 gegebenen Weierstrass'schen Systems (wo acht Ver- 
zweigungspunkte und drei Schnittpaare genommen sind) ist durch ( lft ,) dar- 
gestellt ; wenn aber die einzelnen Schnitte anders benannt werden, so wird sich 
dieses (?J ändern, wird aber aus einem Aggregate von drei Paaren bestehen, 
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von denen jedes Paar den Typus eines der ursprünglichen Paare hat. Wenn, z. B. : 

Ai = x> 2 , A i =: A j , A 3 = Ji 1 , 
i>! = — .Ajj , B%— B 3 , B 3 = — 4 X , 

ist, so ist (?) für dieses abgeleitete Schnittsystem gleich (,,•.)• 

Es soll nun gezeigt werden, dass ein ungerades M J unmöglich ist. Be- 
trachten wir ein erstes Paar des Typus (■,), dieses Paar schliesst drei Ver- 
zweigungspunkte ein und es gibt keine Schleife, welche einen dieser drei Punkte 
einschliesst, ohne sie alle einzuschliessen. Man nehme darauf eine Schleife des 
zweiten Paares des Typus (0). Dann kann keine vierpunktige Schleife gezogen 
werden, die nicht diese vierpunktige Schleife des zweiten Paares schnitte, d. h. 

das dritte Paar muss von dem Typus f 1 j sein. Und wenn, vorausgesetzt dass 

das erste Paar dasselbe bleibt ( -, ) , ein zweites Paar ( 1 j genommen wird, so 

wird dieses zweite Paar andere drei Punkte einschliessen und nur zwei Punkte 
uneingeschlossen lassen ; es kann deshalb ein drittes Paar zweipunktiger Schleifen 

nicht gezogen werden. D. h., wenn ein Paar des Typus f J vorhanden ist, so 

muss ein zweites von demselben Typus sein, alle drei Paare können aber nicht 
von diesem selben Typus sein ; mit anderen Worten, ein canonisches Schnitt- 
system für p = 3 muss ein gerades (%) haben. Es gibt sechs und dreissig 

gerade f%j und die Figuren 10 bis 15 zeigen, dass die correspondierenden Systeme 

alle vorhanden sind. Diese Zahl sechs und dreissig ist gleich der Zahl der 
verschiedenartigen Schnittsysteme, welche für p = 3 am Ende von §5 gefunden 

ist. Diese sechs und dreissig Characteristiken MM können in die folgenden 
sechs Familien eingeteilt werden : 

1) (° 00 } 
x /001\ /010\ /100\ /000\ /000\ /000\ 

' voooy \oooy voocy \iooy voioy vooiy, 
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„s /101\ flW\ /Ol IN /0ÖQ\ /0O0\ /«00\ 

ö) Vooo/ Vooo/ Vooo/ \ioiJ \iioJ Von/, 

/001\ /010\ /100\ /001\ /010\ /100N 

Voio/ vioo^ Vooi/ Vioo/ Vooi/ \oio/, 

x /HIN /000\ /001\ /010\ /100\ /011\ ,/110\ /101\ 

*> Vooo/ Uli/ Uio/ Uoi/ Von/ uo<y Vooi/ Voio/, 

_ A /101\ /Ol in /110\ 

5 ; Uoi; Un/ lnoj, 

B , /m\ /hin /im /no\ /ioi\ /on\ 
^ Vioi/ von/ Uio/ Vai/ Vm/ Vin/. 



§8. — Die sechs und dreissig Systeme für p— 3. 

Die unendliche Zahl von Schnittsvstemen kann gemäss dem (T\ , zu dem sie 

gehören, in sechs und dreissig Classen eingeteilt werden und auch diese grup- 
pieren sich in sechs Familien. Es erübrigt, einen Repräsentanten für eine jede 
dieser Familien zu geben, was in den Figuren 10 bis 15 geschehen ist, in denen 
ein Verzweigungspunkt im Unendlichen liegt, während die anderen dreifach 
durch die Uebergangslinien verbunden sind. Diese Figuren sind die stenograph- 
ische Projection der Ecken und Kanten eines Würfels. Jede Schleife hat die 





Fig. 10. 



Fig. 11. 
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Fig. 12. 



Fig. 13. 





Fig. 14. 



Fig. 15. 



positive Richtung im Sinne eines Uhrzeigers, wenn die entgegengesetzte Richtung 
nicht durch einen Pfeil angezeigt ist. Die sechs gegebenen Schnittsysteme 
ergeben sich aus dem ersten durch die Anwendung der sechs beigefügten line- 
aren Transformationen der Perioden, wo nach der Transformation die Endform 
der Schnitte zu der "einfachsten" im Sinne von §13 gemacht worden ist. 
15 
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Cf. Figur 10 
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Cf. Figur 13 
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Cf. Figur 14 
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Cf. Figur 15 


1 


1 1 



Es ist nicht ohne Interesse, zu bemerken, dass diese letzte Figur 15 in der 
That mit der Figur 5 (mit acht Verzweigungspunkten) übereinstimmt. Denn 
wenn in Figur 15 die Blätter längs der durch 8, 3, 2, 7, 4, 5, 8 in sich zurück- 
laufenden Linie vertauscht werden, so bleibt die Fläche unverändert und das 
ist die Figur 5, wenn die Linie durch 8, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, längs der reellen 
Achse zu einer geraden Linie gestreckt wird. 

Das System der Figur 13 ist von Herrn Prof. H. A. Schwarz auf Tafel III, 
10 in seiner Preisschrift der Berliner Akademie vom 4. Juli 1867, gegeben;* 
da aber der Würfel vom Centrum einer Seite als Projectionscentrum auf die 
Ebene projicirt worden ist, so ist die dort gegebene Figur nicht symmetrisch. 

§9. — Symmetrische Schnittsysteme für p = 5. 

Wie wir oben gesehen haben, wächst die Zahl der verschiedenartigen 
Schnittsysteme rasch an sobald p grösser als drei ist, und diese Zahl wird immer 
grösser sein als die Zahl der transcendentalen Characteristiken, welche mit der 



•Cf. H. A. Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, Figur 52, S. 116. 
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algebraischen Characteristik ^o-^+ä oder ^i.^v+i für verschiedene Schnitt- 
systeme coordinirt werden können. Und sobald p grösser als drei ist, werden 
die die Schnittsysteme darstellenden Figuren so compliciert, dass das Gewirr der 
Linien eher Unklarheit bringt als Klarheit ; man sieht dies sofort, wenn man die 
am wenigsten complicierte der durch die Determinanten des nächsten Paragraphen 
angedeuteten Operationen ausführt. Deshalb werden hier für p = 5 nur zwei 
einfache Systeme gegeben, die zu derselben transcendentalen Characteristik 

f -. 1 1 1 1 J gehören (vide Figuren 16 und 17). 




Fig. 16. 



110 Thompson: Hyperelliptische Schnittsysteme und Zusammenordnung 



Jedes Element der im §7 definirten geometrischen Characteristik ist zur 
Anzahl der in der zugeordneten Schleife des Schnittsystems eingeschlossenen 
Paare von Verzweigungspunkten congruent (modulo 2). Weil bei den zum Falle 
p = 3 zugehörigen acht Verzweigungspunkten nur zweipunktige und vierpunktige 
Schleifen vorkommen, daher zeigt in diesem Falle unzweideutig das Element der 
Characteristik die Anzahl der in der correspondirenden Schleife eingeschlossenen 
Verzweigungspunkte. Es giebt aber für p = 5 zum Beispiel zweipunktige, 
vierpunktige und sechspunktige Schleifen, und so wird nicht nur eine zweipunk- 
tige sondern auch eine sechspunktige Schleife in der Characteristik durch ein 
Element (1) angedeutet. Da also zu mehreren Schnittsystemen dieselbe geome- 




FlG. 17. 
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trische Characteristik coordinirt ist, so wird es nicht vorteilhaft sein, eine 
Ausdehnung jener Überlegung auf die höheren Fälle durchzuführen. 

Da es für p = 5 nur 496 Characteristiken gibt, und die Anzahl der ver- 
schiedenen Schnittsysteme, wie wir gesehen haben, 51806208 beträgt, so sind 
jeder Characteristik 104448 Schnittsysteme coordiniert. 

In den beiden Figuren 16 und 17 sind die Verzweigungspunkte und Ueber- 
gangslinien die stereographische Projection der Ecken und zehn Kanten eines 
Icosaeders von einer der Ecken aus, und zwar steht die Achse durch diese Ecke 
senkrecht auf der Ebene und die zehn Kanten, die diese Achsen treffen, sind 
diejenigen, welche projicirt sind. Es sind also die zwölf Verzweigungspunkte, 
die elf in den Figuren gegebenen, zusammen mit dem Punkte im Unendlichen, zu 
welchem die Uebergangslinien von den äusseren fünf Verzweigungspunkten alle 
hinführen. Es müssen in diese Figuren noch Linien gezogen werden, die jedes 
Schnittpaar mit irgend einem beliebig angenommenen Punkte verbinden, damit 
die Fläche einfach zusammenhängend ist. Die Schnitte können so genommen 
werden, dass sie die Verzweigungspunkte in der Richtung des Uhrzeigers ein- 
schliessen, mit Ausnahme der Schnitte B in Figur 17, wo die positive Richtung 
dem Uhrzeiger entgegengesetzt ist. 

Die Transformationsdeterminante, mittels deren die Figur 17 aus Figur 16 
entsteht ist folgende (wobei, nachdem diese Transformation ausgeführt ist, dem 
Schnittsystem die "einfachste " Form des §13 gegeben ist) : 



10 
10 
10 
10 
1 



1 0-1-1 

1 0-1-1 

-10 10-1 

-1-10 10 

0-1-1 1 



00000 10000 

00000 01000 

00000 00100 

00000 00010 

00000 00001 



Wie §14 zeigen wird, ist die Bedingung die das Schnittsystem erfüllen muss, 
damit die Characteristik (,,,.,,) mit der Characteristik ^v^s.s+s verbunden ist, 
die, dass jeder der Schnitte eine ungerade Anzahl Paare von Verzweigungs- 
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punkten einschliesst. Deshalb kann man andere Schnittsysteme mit derselben 

Characteristik ( J erhalten wenn man anstatt A % : A\ = A t + 5 4 (wo A' t die 

"einfachste " Form von §13 ist) nimmt, und die anderen Schnitte unverändert 
lässt, oder wenn man statt B t : B' { = A t + B { (wo B' t auch die " einfachste " Form 
annimmt), oder Combinationen solcher Aenderungen setzt. Auch kann jedes 
der so erhaltenen Schnittsysteme stereographisch aus jeder der Ecken des 
Icosaeders projicirt werden, und so bekommt man verschiedene Schnittsysteme 
mit derselben Characteristik. 

§10. — Die newn Familien für p = 5. 

Die 496 Characteristiken (?) für %>■=■ 5 können in neun Familien eingeteilt 

werden, wie die für p = 3 in sechs geteilt sind. Hier sollen Transformations- 
determinanten (cf. §13) gegeben werden, die von irgend einem der 104448 

Schnittsysteme mit der Characteristik ( J zu den acht Repräsentanten 

führen : 



T /11100 
' UHU 



> 



VI, 



/10000\ 

umo. 



)■> 



in r 11100 v 

VIT /- 10000 V 
' UllOOy'' 



iv r 11100 v 

' uiiooy' 

vni r 10000 v 

Vli1 ' Uioooy' 



/10000N 
T „ /10000\ 

iX ' liooooj • 



Die Schnittsysteme welche den anderen 485 Characteristiken angehören 
können aus dem gegebenen System durch Transformationen abgeleiten werden, 
welche denfolgenden acht ähnlich sind : 



II, 



10000 00000 

01000 00000 

00100 00000 

00010 0000-1 

00001 000-10 

00000 10000 

00000 01000 

00000 00100 

00000 00010 

00000 00001 



III, 



10 
10 
10 
10 
1 









0-1 

0-10 



00000 10000 

00000 01000 

00000 00100 

00000 00010 

00001 000-11 
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IV, 



10 
10 
10 
10 
1 









0-1 

0-10 



00000 10000 

00000 01000 

00000 00100 
00010 0001-1 

00001 000-11 



v, 



10000 00000 

01000 00-100 

00100 0-1000 

00010 0000-1 

00001 000-10 

00000 10000 

00000 01000 

00000 00100 

00000 00010 

00000 00001 



VI', 10000 00000 

01000 00-100 

00100 0-1000 

00010 0000-1 

00001 000-10 

00000 10000 

00000 01000 

00000 00100 

00000 00010 

00001 000-11 



VII', 



10000 000 

01000 00-100 

00100 0-1000 

00010 0000-1 

00001 000-10 

00000 10000 

00000 01000 

00000 00100 
00010 0001-1 

00001 000-11 



VIII', 10000 00000 

01000 00-100 

00100 0-1000 

10 0-1 

00001 000-10 

00000 10000 

00000 01000 

00100 0-1100 

000 10 0001-1 

00001 000-11 



IX', 



10000 00000 

01000 00-100 

00100 0-1000 

0010 0000-1 

00 01 000-10 

00000 10000 
01000 01-100 
00100 0-1100 
00010 001-1 

00001 000-11 



114 Thompson: Hyperelliptische Schnittsysteme und Zusarnmenordnung 



iii. — zrjsammenordnttng der transcendentalen und algebraischen 

Characteristiken. 

§11. — Die beiden Arten Thetacharacteristiken. 

Auf der hyperelliptischen Fläche betrachten wir die gewöhnlichen 2 ip , durch 
die folgende Formel definirten Thetafunctionen : 

Sy», op\ ( r i '••••> v p j V = 

g....Se*' , SE(''- + IX»»+f)-+ 2i ' , E(''-+l)(''-+l) 

Da jedes g und h die Werthe Null oder Eins annehmen kann, so hat man 2 ip 
solcher Functionen, jede mit einem verschiedenen Symbol : 



( 



9u 9z, • • • • . 9 P -i, 9p\ 
"■!> fh, . . . . , Ap_ 1 , Äp/, 



und dieses Symbol wird die transcendentale Gharacteristik der Thetafunction 
genannt. Eine Thetafunction mit einer solchen Characteristik soll in der 
verkürzten Form §, g . dargestellt werden. 

Aber andererseits sind die 2 2p Thetas auch Functionen der 2p -f 2 Ver- 
zweigungspunkte. Wenn f 2p+i (z) die Form ist, deren Wurzeln die Verzweigungs- 
punkte der Riemann'schen Fläche sind, und diese Form in die Factoren 
4>(z) . i//(z) zerlegt wird, deren Ordnungen p + 1 — 2(i respective p + 1 + 2/x. 
sind, wo p alle ganzzahligen Werthe zwischen Null und ^(p -\- 1) inclusive 
annehmen kann, so ist das einzelne Theta eine Function der Zerspaltung dieser 
(2p+ 2) Verzweigungspunkte in die beiden Factoren $> und ^ und diese Zer- 
Spaltungen können auf 2 %p verschiedene Weisen vor sich geben. Die Wurzeln 
von f(z) , welche in einem der Factoren liegen, mögen bezeichnet werden durch 
£i, £ 2 , . . . . , £ m die des anderen durch ^ lf %, , . . . , n n wo n eine der beiden 
Zahlen p -f 1 — 2(i, respective p + 1 + 2fi, und m die andere ist. 

Wenn für irgend ein Theta nur die Angabe der Anzahl der Verzweigungs- 
punkte für jeden Factor <p . 4< gewünscht wird, so legt man dem Theta die 
"Characteristik" fi bei ; wenn man aber ganz besonders hervorheben will, 
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welche Verzweigungspunkte in (p beziehungsweise in 4* liegen, so ist die Charac- 
teristik der Thetafunction folgende : 



r \»7i> %, »7»/ 



Man nennt dies die algebraische Characteristik der Function und wie wir oben 
gesehen haben, gibt es 2 2p dieser Characteristiken. Die Abkürzung für diese 
Thetafunction wird sein S^ v ,. 

Dieselbe Thetafunction wird also nicht nur ein Characteristik (?) sondern 

auch eine $>, 4> haben und das $, 4>, welches zu einem gegebenen &, , gehören 

soll, wird dabei von dem gewählten Schnittsystem abhängen. 

Schon in Rosenhains* Artikel über die Thetafunctionen ist die Annahme 
der Thetas als solcher Functionen der Verzweigungspunkte für p = 2 eingeführt, 
und zu diesem Fall hat Weierstrassf die Coordination gegeben ; andererseits ist 
die Coordination für p = 3 von HenochJ gegeben worden. C. Neumann|| unter- 
zog die Thetas, welche zu der Zerspaltung gehören, wo fi gleich Null ist und 
J. Thomae§ die Quotienten der Thetas desselben (i einer näheren Betrachtung. 
Erst Prym in seinem schon citirten Artikel gibt für jedes Theta eine Character- 
istik, die nur von den Verzweigungspunkten abhängt. Die jetzt angewandte 
Bezeichung unterscheidet sich von der der älteren Autoren, ganz besonders von 
der Pryms, die dadurch nicht symmetrisch ist, dass einer der Verzweigungspunkte 
im Unendlichen angenommen wird. Und so wird bei den früheren Autoren 
ein Unterschied in der Characteristik gemacht; jenachdem dieser Punkt unter 
den Wurzeln von ^ +1 _ 3|UU (z) oder von ^+1+2,. ( z ) vorkommt. 

§12. — Die Vorzeichenfactoren an den Schnitten eines gegebenen Systems. 

Es entsteht die Frage, welches Sv»\, bei einem gegebenen Schnittsystem mit 

einem gegebenen S^ ^ verbunden werden soll. Diese Frage soll nach den in den 
Mathematischen Annalen, Bd. 32, von den Herren Prof. Klein und Dr. Burk- 

*Eeoueil des memoiresdes Savants etrangers, t. XI, Paris, 1851. 
t Cf. Königsberger, Crelle's Journal, Band 64 (1864). 
X Berliner Dissertation (1867). 
|| Abel 'sehe Integrale (1865), Zwölfte Vorlesung. 
I Crelle's Journal, Band 71 (1870). 
16 
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hardt gegebenen Principien beantwortet werden. Diese Coordination wird für 
alle Systeme dadurch festgelegt, dass die Vorzeichen der Factoren, welche zu 
Sy--, und 3^ + treten, beim Ueber seh reiten der Schnitte bestimmt werden ; denn 

diese Vorzeichen bei den 2p Schnitten des Systems müssen dieselben sein für 

dieselben Functionen. 

Für $•/„>, sind diese Vorzeichen schon bekannt, da die Function den beiden 
w 
Functionalgleichungen genügt : 

$ (8l "fo 1 »* + !» > Vp) = (— 1 Y k -$( ?i »\(»i> »*» > v p) 

\ht, .... , h r ) \h, , hp) 

3 



/„,, 0p \(vi + t u , ,v a + r ak , . . . .,v p +r pk ) 



= (_!)»». C ff«.^ f g)(t?li Va ,....,v p ). 

Diese beiden Gleichungen zeigen, dass, wenn die oberen Gränzen der Argu- 
mente : «! v p die zu einem gegebenen Systeme gehörenden Schnitte über- 
schreiten : 

■o-ii -^2) -^-si -4P 5 ^ii -°a> B%, . . . ., B p 

die Thetafunction ihrerseits, von anderen Bestandteilen abgesehen, die Factoren : 

(-1)"', (-1)^, (-1)", (-1)*; -(-1)\ (-1)**, (-l)V . . ., (-l) Ä * 

annimmt. 

Und so kann wiederum, sobald diese Factoren für eine Thetafunction gegeben 

sind, ihre transcendentale Characteristik (f * ' ' ' f p ) au s diesen Factoren 

bestimmt werden. 

Wie wird es aber mit der Function mit algebraischer Characteristik, \^, 
werden? Im 32. Bande der Mathematischen Annalen ist gezeigt worden, dass, 
wenn das Argument um eine " Elementarschleife " genommen wird (d. h. eine 
solche, welche nur zwei Verzweigungspunkte enthält und welche um jeden nur 
einmal und zwar in positiver Richtung herumgeht) die Function 3^ ^ die 
Factoren ( — 1)° oder ( — l) 1 annimmt, je nachdem die beiden eingeschlossen Ver- 
zweigungspunkte in der zugehörigenZerspaltung/ 2p+2 (:z)=<^ +1 _^(z).^ p+1 + 2tl (z) 
getrennt oder zusammen sind. Die Hinführung des Arguments um eine 
Schleife, welche um eine gerade Anzahl Verzweigungspunkte und zwar um jede 
nur einmal und in derselben Richtung (eine sogenannte "directe " Schleife) geht, 
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kann auf die Hinführung des Arguments um eine Anzahl elementarer Schleifen 
zurückgeführt werden, nämlich derjenigen in welche die erste Schleife gespaltet 
werden kann; und \ it wird um die ganze Schleife geführt das Produkt der 
Vorzeichenfactoren erhalten, welche es um jede einzelne der Elementarschleifen 
erhält. Dies kann ausgedrückt werden durch den Satz : Um eine directe 
Schleife, wo die Anzahl der eingeschlossenen Verzweigungspunkte congruent 
zwei (modulo 4) ist, erhält die ^ )1( , function den Factor ( — l) 1 oder (—1)°, 
je nachdem eine gerade oder ungerade Anzahl eingeschlossener Verzweigungs- 
punkte in q> liegt ; wenn aber die Anzahl der eingeschlossenen Verzweigungs- 
punkte congruent Null (modulo 4) ist, so erhält die Function den Factor 
( — 1)° oder ( — l) 1 , je nachdem eine gerade oder ungerade Anzahl eingeschloss- 
ener Verzweigungspunkte in $ liegt. Dieses Resultat kann in die einfache 
Formel gebracht werden : Wenn 2a die Anzahl der Verzweigungspunkte in 
einer directen Schleife und b deren Anzahl darstellt, welche Wurzeln in <p (2) 
oder 4- (z) sind, so ist der Vorzeichenfactor dieser Schleife : 

(— l) a +\ 

Aber die allgemeinste in sich zurücklaufende Schleife auf der Riemann'schen 
Fläche besteht aus directen Schleifen und einer Anzahl doppelter Drehungen um 
gewisse einzelne Verzweigungspunkte, und jede dieser doppelten Drehungen gilt 
für eine elementare Schleife mit dem Vorzeichenfactor ( — l) 1 . Wenn nun die 
Anzahl dieser doppelten Drehungen gleich c, und 2a die Anzahl der in allen 
directen Schleifen eingeschlossenen Punkte ist, und b die Anzahl dieser letzteren 
Punkte in q>(z) (oder ^O 2 )), so ist der Vorzeichenfactor für die ganze Schleife : 

( l\a + '>+ c . 

Oder, da der folgende Satz für die elementaren Schleifen und für die doppelten 
Drehungen, in welche irgend eine Schleife zerspaltet werden kann, richtig ist, so 
ist er auch im Allgemeinen richtig : Wenn d die algebraische Summe der 
einfachen Drehungen in positiver Richtung um die eingeschlossenen (^-punkte 
und e dieselbe Anzahl für die eingeschlossenen 4-pimkte igt, dann ist der Vor- 
zeichenfactor für den ganzen Schnitt : 

d — e 
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§13. — Dasselbe fwr ein abgeleitetes System. 

Nach einer der oben gegebenen Eegeln können die Vorzeichenfactoren um 
alle Schnitte irgend eines canonischen Schnittsystems bestimmt werden, sobald 
die Zerspaltung der Verzweigungspunkte zwischen <p und 4 festgelegt ist. Bei 
diesem Punkte entsteht naturgemäss die Frage : welches werden die Vor- 
zeichenfactoren sein, welche an den Schnitten eines anderen Schnittsystems 
entstehen, das mit dem ersten durch eine gegebene Transformationsdetermin- 
ante verbunden ist ? D.er Factor für das Ueberschreiten eines Schnittes ist der, 
welchen man erhält, wenn man um den anderen Schnitt des Paares herumgeht ; 
und die Periode an irgend einem Schnitt des neuen Systems wird gegeben durch 
eine lineare Combination von den Schnitten des alten Systems. Aber man wird 
sich erinnern, dass bei der Betrachtung des Schnittsystems, welches von einem 
anderen durch lineare Transformation abgeleitet war, gezeigt ist, dass Linien die 
sich nur durch eine doppelte Drehung um Verzweigungspunkte unterscheiden, 
nicht in ihrem Wesen verschieden sind, und es wird gewöhnlich richtiger sein, 
jeden Schnitt in der einfachsten Form zu betrachten, die er annehmen kann, 



*/>•» 




*/>-«. 




Fig. 18. 



Fig. 19. 



d. h. die Form, in welcher er um Paare eingeschlossener Verzweigungspunkte in 
derselben Richtung herumgeht. Um den einfachsten Fall zu nehmen : in Figur 5 
wird der Schnitt A p = A p — B p die in Figur 18 gegebene Form haben, die von 
Figur 19 nicht wesentlich verschieden ist. Die Transformation A' p = A p — B p 
jedoch bezeichnet den Schnitt A' p und nicht A p , und §- H hat um die beiden 
Schnitte ein verschiedenes Vorzeichen. Es wird sich empfehlen, das folgende 
Symbol einzuführen: Ein zu der Transformationsdeterminante hinzugefügter 
Strich soll anzeigen, dass nachdem die angedeutete Transformation ausgeführt 
ist, die Schnitte in ihrer einfachsten Form genommen werden müssen, d. h. durch 
die Addition einer ungeraden Anzahl von doppelten Drehungen um Ver- 
zweigungspunkte muss der Schnitt so gelegt werden, dass er um Paare ein- 
geschlossener Verzweigungspunkte je in derselben Richtung herumgeht. Wenn 
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nun irgend ein abgeleitetes Schnittsystem in seiner einfachsten Form betrachtet 
wird, d. h. wenn die Schnitte in der oben beschriebenen einfachsten Form ange- 
nommen sind, so wird die aus einem Schnittpaar zusammengesetzte Schleife 
einen Vorzeichenfactor geben, der das Produkt von (— l) 1 multiplicirt mit dem 
Produkte der Vorzeichenfactoren der einzelnen Schnitte des Paares ist. Denn 
die zwei Schnitte eines Paares schliessen immer eine ungerade Anzahl gemein- 
samer Punkte ein und deshalb wird die doppelte Drehung um einen dieser 
Punkte einen Vorzeichenfactor ( — l) 1 geben, aber diese doppelten Drehungen 
dürfen, wie wir oben gesagt haben, nicht als in den Schnitt eingeschlossen be- 
trachtet werden. Wenn also / die Anzahl der Schnittpaare in der linearen 
Combination ist, so wird, da irgend eine lineare Combination von Schnitten aus 
einer Combination von Schnittpaaren und aus einer Combination von einzelnen 
Schnitten besteht, die in ihrer einfachsten Form genommene aus einer linearen 
Combination von den Schnitten irgend eines canonischen Systems zusammen- 
gesetzte Schleife einen Vorzeichenfactor haben, der das Produkt von ( — l) f 
multiplicirt mit dem- Produkte der Vorzeichenfactoren aller der Schnitte der 
linearen Combinationen ist. Dies kann auch so ausgedrückt werden : Wenn die 
Transformationsdeterminante die in §4 gegebene Form hat und Q K und Q K±P die 
beiden Schnitte eines Paares und f k der Exponent des Vorzeichenfactors des 
Schnittes Q K des ursprünglichen Schnittsystems und f' K der des in seiner einfach- 
sten Form genommenen Schnittes Q' K des abgeleiteten Systems sind, so wird der 
abgeleitete Schnitt Q' K einen Vorzeichenfactor haben, dessen Exponent ist : 

2p p 



Jk — / x t G K\J\ "T / K £ JkJ\±p- 



§14. — Zusammenordnung für das Weiersfrass'sche Schnittsystem. 
Wir sind jetzt in der Lage, die Coordination der & (g y- und 3^ ^-Func- 
tionen und zwar erstens für die Weierstrass'schen Perioden zu bestimmen. 
Wenn die 2p + 2 Verzweigungspunkte in der folgenden Reihenfolge genommen 

2p + 2, 1, 2 , 2h — 1, 2h, 21—1, 21, , 2p — 1, 2p, 2p + 1 sind, so 

werden für das Weierstrass'sche Schnittsystem (siehe Figur 5) die Schnitte 

Bit B 2 , ...., B k , B h ...., B p , 
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beziehungsweise die Paare 

1,2; 3,4; ; 2k — 1 , 2k ; 21 — 1 , 27 ; . . . . ; 2p — 1 , 2p 

einschliessen und diesen Schnitten entsprechen in der transcendentalen Charac- 
teristik die Elemente 

#i' 9z> • - • • > «fiti <fc, . . . . , g p . 

Aber da diese Schnitte alle elementare Schleifen sind, so wird die algebraische 
Characteristik 2k — 1 , 2Tc zusammen enthalten, wenn g k = 1 ist, und getrennt, 
wenn g k = ist, und dasselbe gilt für die anderen Punktpaare in den Schnitten 
B. Die Schnitte A sind in jedem Falle directe Schleifen, von denen jede zwei 
Verzweigungspunkte mehr einschliesst als die vorhergehende. Der Schnitt 
A p (respective A Y ) ist eine elementare Schleife um die Punkte 2p, 2p + 1 
(respective 1, 2) und daher ist h p (respective h 1 ) = l oder = 0, jenachdem die 
Punkte 2p ,2p-\-l (respective 1 , 2) zusammen oder getrennt in der algebraischen 
Characteristik liegen. Der Schnitt A k besteht aus einer elementaren Schleife um 
2k — 1, 2k und der directen Schleife A z ; wenn nur 2k — 1, 2k getrennt in der 

Characteristik ( ^ 1 ' ' 2 ' ' " ' " ' ^ m ) liegen, so wird, da der Vorzeichenfactor dieser 

elementaren Schleife (—1)° ist, der Schnitt A k denselben Vorzeichenfactor haben, 
wie der Schnitt A t ; aber wenn im Cegentheil 2k — 1, 2k zusammen in der 
algebraischen Characteristik liegen, so wird der Vorzeichenfactor dieser elemen- 
taren Schleife ( — l) 1 sein, und der Schnitt A k wird einen Vorzeichenfactor haben, 
der verschieden von dem zu Schnitte A t gehörigen ist. Alles dieses kann ausge- 
druckt werden durch eine 

Tabelle welche die Elemente der transcendentalen und algebraischen öharacteristiken 
für das Weierstrass'sche System verbindet: 



Verzweigungspunkte 


1, 2 


2k— 1, 2k 


2p — 1, 2p 


2p+2, 1 


2k, 21—1 


2p,2p+l 


zusammen 


<7i=l 


9k=l 


Ä=l 


Jh=l 


h k +l=h l (mod2) 


h p =l 


getrennt 


#i=0 


g*=o 


g P =o 


h x =0 


h k =h t 


V=o 



Aus dieser Tabelle kann man sofort die andere Characteristik ablesen, 
wenn die eine gegeben ist. 
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Beispielsweise sind die folgenden Characteristiken coordinirt : 
Für p = 1 (mod. 2) : 



/IUI 
V1010 



hin 

loiy 



, /2p + 2, 1, 2, ..... 2p+l 

9o Vzp + 2 l 



), 



für p = (mod. 2) : 

( 

für jedes j? : 



111 
010 



111 

10 



j J <2>i^+i( 



1, 2, 



2p + 2 



,2^+1 



), 



(9i 9p-i°\ 

\h\,. . . .Ä p _i0/' 

/Vi &>-i 1N ) 

VÄj A„_iO/ " 






u,. 



/fi... 

\>7i>- • 

\>7i- • • 

ffc &-il^ /&••• 

VÄj. . . .Ä^jl/ " \»7i* • • 

■iff&-i> 0, gk+if • • -i&A /si>- • 
• , h k _i , h k , h k+ i ,...., h p / V^x , . . 

(ffi 1 1, i &>\ /&>•• 



•£»- 3 , 2p— 1, 2p+l\ 
•>7„-i, 2p J, 

.,?— i, 2p+l \ 
•> >7»-s, 2p— 1, 2p/, 

?,_, 2p, 2p+l\ 

57n-l. 2p— 1 /, 

?— s, 2p— 1, 2p, 2p+l\ 



»7» 



., 2Ä-1, 



,, 2k- 
,21- 



-1, 2Ä 
-1, 2Z, 



• • • •) b») 
»7»/- 



(Ä* = AJ 

Aus der Zusammenordnung der Characteristiken für p= 1 (mod. 2) sieht 
man dass zu 4» ^zp+s für p—Z eine gerade Characteristik (§7), für p = 5 
dagegen eine ungerade Characteristik (§9) coordinirt ist. 

§15. — Zusammenordnung für irgend ein Schnittsystem. 

Für jedes beliebige Schnittsystem können die Factoren an den verschiedenen 

Schnitten, wenn die Characteristik <ä>, iL ( ' 1 ' ' 2 ^ m j gegeben ist, nach den 

in §12 gegebenen Regeln gefunden werden, und es ist deshalb das correspon- 

dirende ( f 1 ' f 2 ' " " " ' ' f p ) sofort bekannt. Auch wenn die transcendentale 

Characteristik gegeben ist, kann die algebraische Characteristik in einigen 
Fällen durch Umkehrung derselben Regeln abgeleitet werden ; z. B. corre- 
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spondirt in dem Schnittsystem der Figur 10 mit der transcendentalen ( ft J die 

algebraische ^V^s? denn jeder Schnitt enthält vier Verzweigungspunkte, und da 
hier an jedem Schnitt der Vorzeichenfactor ( — 1)° ist, so liegen die vier ein- 
geschlossen Verzweigungspunkte in zwei Paaren in q> und ^ und da es sechs 
solcher Schnitte gibt, wie man leicht ersehen kann, so müssen die acht Punkte 
zusammen liegen. 

Aber auch ganz allgemein kann die algebraische Characteristik gefunden 
werden, wenn die transcendentale Characteristik gegeben ist. Wenn nämlich die 
Abel'sche Substitution bekannt ist, durch die aus diesem gegebenen Schnittsystem 
das Weierstrass'sche System abgeleitet wird (und diese Substitution wird leicht 
gefunden wenn man einfach die beiden Systeme übereinander legt und beobachtet, 
wie die Schnitte des einen Systems die des anderen Systems kreuzen), so wird 

nach den in §13 gegebenen Regeln die mit dem gegebenen ( v%* " " H p j cor- 

respondirende transcendentale Characteristik des Weierstrass'schen Systems 
gefunden, und aus dieser letzteren Characteristik kann die algebraische Charac- 
teristik nach den in §14 gegebenen Regeln berechnet werden. 

Göttingen, den 8. Juli 1892. 
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